抽象函数问题有关解法
仁寿一中 廖根华
由于函数概念比较抽象，学生对解有关函数记号
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的问题感到困难，学好这部分知识，能加深学生对函数概念的理解，更好地掌握函数的性质，培养灵活性；提高解题能力，优化学生数学思维素质。现将常见解法及意义总结如下：
一、求表达式：
1.换元法： 
例1：已知 
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2.凑配法：在已知
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的条件下，把
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拼凑成以
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表示的代数式，再利用代换即可求
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.此解法简洁，还能进一步复习代换法。 

例2：已知
[image: image12.wmf]3

3

11

()

fxx

xx

+=+

，求
[image: image13.wmf]()

fx


解：∵
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3.待定系数法：先确定函数类型，设定函数关系式，再由已知条件，定出关系式中的未知系数。
例3． 已知
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二次实函数，且
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比较系数得
[image: image26.wmf]2()4

13

21,1,

22

22

ac

aabc

b

+=

ì

ï

=Þ===

í

ï

=

î

∴
[image: image27.wmf]2

13

()

22

fxxx

=++


4.利用函数性质法:主要利用函数的奇偶性,求分段函数的解析式.

例4.已知
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为奇函数,当 
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解:∵
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为奇函数，∴
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的定义域关于原点对称，故先求
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例5．一已知
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为偶函数，
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为奇函数，且有
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为偶函数，
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为奇函数，∴
[image: image51.wmf]()()

fxfx

-=

,
[image: image52.wmf]()()

gxgx

-=-

,

不妨用-
[image: image53.wmf]x

代换
[image: image54.wmf]()

fx

+
[image: image55.wmf]()

gx

=
[image: image56.wmf]1

1

x

-

  ………①中的
[image: image57.wmf]x

,

∴
[image: image58.wmf]1

()()

1

fxgx

x

-+-=

--

即
[image: image59.wmf]()

fx

－
[image: image60.wmf]1

()

1

gx

x

=-

+

……②
显见①+②即可消去
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二、利用函数性质，解
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的有关问题
1.判断函数的奇偶性：

例7 已知
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证明：令
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为偶函数。
2.确定参数的取值范围

例8：奇函数
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在定义域（-1，1）内递减，求满足
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的取值范围。
解：由
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3.解不定式的有关题目 

例9：如果
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解：对任意
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五类抽象函数解法
　　1、线性函数型抽象函数
线性函数型抽象函数，是由线性函数抽象而得的函数。
例1、已知函数f（x）对任意实数x，y，均有f（x＋y）＝f（x）＋f（y），且当x＞0时，f（x）＞0，f（－1）＝－2，求f（x）在区间[－2，1]上的值域。
分析：由题设可知，函数f（x）是[image: image108.png]y=ikx (k=0)



的抽象函数，因此求函数f（x）的值域，关键在于研究它的单调性。
解：设[image: image109.png]n<x, Mr-x>0



，∵当[image: image110.png]


，∴[image: image111.png]flxa-x)>0



，
∵[image: image112.png]Fx) = flxn —x)+xl=flxm - x)+ flx)



，
∴[image: image113.png]Fx) - ()= Fflx—x) >0



，即[image: image114.png]Fx) > flx)



，∴f（x）为增函数。
在条件中，令y＝－x，则[image: image115.png]FO =Ffx)+f(-x)



，再令x＝y＝0，则f（0）＝2 f（0），∴ f（0）＝0，故f（－x）＝f（x），f（x）为奇函数，
∴　f（1）＝－f（－1）＝2，又f（－2）＝2 f（－1）＝－4，
∴ f（x）的值域为［－4，2］。
例2、已知函数f（x）对任意[image: image116.png]x,yER



，满足条件f（x）＋f（y）＝2 + f（x＋y），且当x＞0时，f（x）＞2，f（3）＝5，求不等式[image: image117.png]fla*-2a-2)<3



的解。 

分析：由题设条件可猜测：f（x）是y＝x＋2的抽象函数，且f（x）为单调增函数，如果这一猜想正确，也就可以脱去不等式中的函数符号，从而可求得不等式的解。 解：设[image: image118.png]n<x, Mr-x>0



，∵当[image: image119.png]


，∴[image: image120.png]fla-x)>2



，则[image: image121.png]S =fllxa—xm)+x]=Fflx—x)+f(x)-2>2+ f(x) -2 = f(x)



， 
即[image: image122.png]Fx) > flx)



，∴f（x）为单调增函数。 ∵[image: image123.png]FEO =R+ =F@Q+f O -2=[fO+fD-2]+fDH-2=3/D-4



， 又∵f（3）＝5，∴f（1）＝3。∴[image: image124.png]fla*-2a-2 </



，∴[image: image125.png]2a-2<1



， 即[image: image126.png]2a-340



，解得不等式的解为－1 < a < 3。
2、指数函数型抽象函数

例3、设函数f（x）的定义域是（－∞，＋∞），满足条件：存在[image: image127.png]X *



，使得[image: image128.png]Flx) = flx)



，对任何x和y，[image: image129.png]Jx+y)=Ffx) f»



成立。求：
（1）f（0）； （2）对任意值x，判断f（x）值的正负。
分析：由题设可猜测f（x）是指数函数[image: image130.png]


的抽象函数，从而猜想f（0）＝1且f（x）＞0。
解：（1）令y＝0代入[image: image131.png]Jx+y)=Ffx) f»



，则[image: image132.png]Fx)=F(x) f(0)



，∴
[image: image133.png]J@-f]=0



。若f（x）＝0，则对任意[image: image134.png]X *



，有[image: image135.png]Flx)=Fflx)=0



，这与题设矛盾，∴f（x）≠0，∴f（0）＝1。
（2）令y＝x≠0，则[image: image136.png]FRx) = F ) (D) =[F(D)F 20



，又由（1）知f（x）≠0，∴f（2x）＞0，即f（x）＞0，故对任意x，f（x）＞0恒成立。
例4、是否存在函数f（x），使下列三个条件：①f（x）＞0，x ∈N；②[image: image137.png]fla+b)=fla) f(b), abelN



；③f（2）＝4。同时成立？若存在，求出f（x）的解析式，如不存在，说明理由。
分析：由题设可猜想存在[image: image138.png]flx) =a"



，又由f（2）＝4可得a＝2．故猜测存在函数[image: image139.png]fxy=2"



，用数学归纳法证明如下：
（1）x＝1时，∵[image: image140.png]F@=fA+D = F FO =[SOP



，又∵x ∈N时，f（x）＞0，∴[image: image141.png]kg0



，结论正确。
（2）假设[image: image142.png]x=k (k21B ke



时有[image: image143.png]ey =2%



，则x＝k＋1时，[image: image144.png]Fle+D) =70 f(y =25 2=2%"



，∴x＝k＋1时，结论正确。
综上所述，x为一切自然数时[image: image145.png]fxy=2"



。
3、对数函数型抽象函数

对数函数型抽象函数，即由对数函数抽象而得到的函数。
例5、设f（x）是定义在（0，＋∞）上的单调增函数，满足[image: image146.png]Fn=7fx0+f0), f3=1



，求：

（1）f（1）；
（2）若f（x）＋f（x－8）≤2，求x的取值范围。
分析：由题设可猜测f（x）是对数函数[image: image147.png]y=log;x



的抽象函数，f（1）＝0，f（9）＝2。
解：（1）∵[image: image148.png]F@=f0x3=fH+73



，∴f（1）＝0。
（2）[image: image149.png]F®=F3x3) =73+ f(3)=2



，从而有f（x）＋f（x－8）≤f（9），
即[image: image150.png]Flx(x-8]1< f(9)



，∵f（x）是（0，＋∞）上的增函数，故
[image: image151.png]xx-9<I
x>0
x-8>0



，解之得：8＜x≤9。
例6、设函数y＝f（x）的反函数是y＝g（x）。如果f（ab）＝f（a）＋f（b），那么g（a＋b）＝g（a）·g（b）是否正确，试说明理由。
分析: 由题设条件可猜测y＝f（x）是对数函数的抽象函数，又∵y＝f（x）的反函数是y＝g（x），∴y＝g（x）必为指数函数的抽象函数，于是猜想g（a＋b）＝g（a）·g（b）正确。
解：设f（a）＝m，f（b）＝n，由于g（x）是f（x）的反函数，∴g（m）＝a，g（n）＝b，从而[image: image152.png]m+n=fla)+ f() = flab) = flgim) g(n)]



，∴g（m）·g（n）＝g（m＋n），以a、b分别代替上式中的m、n即得g（a＋b）＝g（a）·g（b）。
4、三角函数型抽象函数

三角函数型抽象函数即由三角函数抽象而得到的函数。
例7、己知函数f（x）的定义域关于原点对称，且满足以下三条件：
①当[image: image153.png]L %



是定义域中的数时，有[image: image154.png]Sm) Fx) +1
Jlx) - flx)

Fn-m)=



；
②f（a）＝－1（a＞0，a是定义域中的一个数）；
③当0＜x＜2a时，f（x）＜0。
试问：（1）f（x）的奇偶性如何？说明理由。
（2）在（0，4a）上,f（x）的单调性如何？说明理由。
分析: 由题设知f（x）是[image: image155.png]¥

—cigx



的抽象函数，从而由[image: image156.png]¥

—cigx



及题设条件猜想：f（x）是奇函数且在（0，4a）上是增函数（这里把a看成[image: image157.png]By



进行猜想）。
解：（1）∵f（x）的定义域关于原点对称，且[image: image158.png]L %



是定义域中的数时有
[image: image159.png]Sm) Fx) +1
Jlx) - flx)

Fn-m)=



，∴[image: image160.png]X - x, — (- %)



在定义域中。∵
[image: image161.png]Sl =)= fx - x) =

S )1 ) f) +1
Jlx) - fix) Jlx) - flx)

~fm - x)



，
∴f（x）是奇函数。
（2）设0＜x1＜x2＜2a，则0＜x2－x1＜2a，∵在（0，2a）上f（x）＜0，
∴f（x1），f（x2），f（x2－x1）均小于零，进而知[image: image162.png]S) Fxm)+1
Jx) - fix)



中的[image: image163.png]Flx) - flx) <0



，于是f（x1）＜ f（x2），∴在（0，2a）上f（x）是增函数。
又[image: image164.png]Sa) (@) +1

f@=fa-a)=
fla)- f(2a)



，∵f（a）＝－1，∴[image: image165.png]_1-fC@a) F@+1
fla) - f(2a)



，∴f（2a）＝0，设2a＜x＜4a，则0＜x－2a＜2a，
[image: image166.png]S fearl 1
Ffa)y-fx) - flx)

S (x-2a)



，于是f（x）＞0，即在（2a，4a）上f（x）＞0。设2a＜x1＜x2＜4a，则0＜x2－x1＜2a，从而知f（x1），f（x2）均大于零。f（x2－x1）＜0，∵[image: image167.png]S)f )+ 1
Jlx) - fix)

Flr=m) =



，∴[image: image168.png]Flx) - flx) <0



，即
f（x1）＜f（x2），即f（x）在（2a，4a）上也是增函数。综上所述，f（x）在（0，4a）上是增函数。
5、幂函数型抽象函数

幂函数型抽象函数，即由幂函数抽象而得到的函数。 

例8、已知函数f（x）对任意实数x、y都有f（xy）＝f（x）·f（y），且f（－1）＝1，f（27）＝9，当[image: image169.png]0=x<l



时，[image: image170.png]Ffelon



。
（1）判断f（x）的奇偶性；
（2）判断f（x）在［0，＋∞）上的单调性，并给出证明；
（3）若[image: image171.png]a20B fla+1) <3



，求a的取值范围。
分析：由题设可知f（x）是幂函数[image: image172.png]


的抽象函数，从而可猜想f（x）是偶函数，且在［0，＋∞）上是增函数。
解：（1）令y＝－1，则f（－x）＝f（x）·f（－1），∵f（－1）＝1，∴
f（－x）＝f（x），f（x）为偶函数。
（2）设[image: image173.png]0<¢m<n



，∴[image: image174.png]0¢iay



，[image: image175.png]£y = Em) = £y £ )
Xy Xy



，
∵[image: image176.png]0=x<l



时，[image: image177.png]Ffelon



，∴[image: image178.png]&
Xy



，∴f（x1）＜f（x2），故f（x）在0，＋∞）上是增函数。
（3）∵f（27）＝9，又[image: image179.png]F(3x9) = FX F(®) = F3) S (3 =[SO



，
∴[image: image180.png]=3P



，∴[image: image181.png]73 =35



，∵[image: image182.png]Fla+D <35



，∴[image: image183.png]Fla+) < f(3)



，
∵[image: image184.png]a20,a+1,3€[0,+=)



，∴[image: image185.png]a+1<

L Bla <2



，又[image: image186.png]


，故[image: image187.png]


。
抽象函数常见题型解法综述
抽象函数是指没有给出函数的具体解析式，只给出了一些体现函数特征的式子的一类函数。由于抽象函数表现形式的抽象性，使得这类问题成为函数内容的难点之一。本文就抽象函数常见题型及解法评析如下：
一、定义域问题

例1. 已知函数[image: image188.png]Fxh



的定义域是［1，2］，求f(x)的定义域。
解：[image: image189.png]Fxh



的定义域是［1，2］，是指[image: image190.png]


，所以[image: image191.png]Fxh



中的[image: image192.png]


满足[image: image193.png]



从而函数f(x)的定义域是［1，4］
评析：一般地，已知函数[image: image194.png]Jp(x)



的定义域是A，求f(x)的定义域问题，相当于已知[image: image195.png]Jp(x)



中x的取值范围为A，据此求[image: image196.png]@(x)



的值域问题。
例2. 已知函数[image: image197.png]f(x)



的定义域是[image: image198.png]


，求函数[image: image199.png]Fliog, 3~ )]
7



的定义域。
解：[image: image200.png]f(x)



的定义域是[image: image201.png]


，意思是凡被f作用的对象都在[image: image202.png]


中，由此可得[image: image203.png]71S10g,(37x)£2¢(%)2 sz—xs(%)" =l=z=
7





所以函数[image: image204.png]Fliog, 3~ )]
7



的定义域是[image: image205.png]



评析：这类问题的一般形式是：已知函数f(x)的定义域是A，求函数[image: image206.png]Jp(x)



的定义域。正确理解函数符号及其定义域的含义是求解此类问题的关键。这类问题实质上相当于已知[image: image207.png]@(x)



的值域B，且[image: image208.png]


，据此求x的取值范围。例2和例1形式上正相反。
二、求值问题

例3. 已知定义域为[image: image209.png]


的函数f(x)，同时满足下列条件：①[image: image210.png]1
J@=1 fO)=¢



；②[image: image211.png]Jx-»=Ff0+75»



，求f(3)，f(9)的值。
解：取[image: image212.png]2y



，得[image: image213.png]HOENIGENIC)]




因为[image: image214.png]1
J@=1 fO)=¢



，所以[image: image215.png]4
J@=-5




又取[image: image216.png]



得[image: image217.png]SO =10+ 5=




评析：通过观察已知与未知的联系，巧妙地赋值，取[image: image218.png]2y



，这样便把已知条件[image: image219.png]1
J@=1 fO)=¢



与欲求的f(3)沟通了起来。赋值法是解此类问题的常用技巧。
三、值域问题

例4. 设函数f(x)定义于实数集上，对于任意实数x、y，[image: image220.png]Fx+y)=F(0f0)



总成立，且存在[image: image221.png]X # X



，使得[image: image222.png]Flx) = flx)



，求函数[image: image223.png]f(x)



的值域。
解：令[image: image224.png]


，得[image: image225.png]F O =[O



，即有[image: image226.png]


或[image: image227.png]=1



。
若[image: image228.png]


，则[image: image229.png]Jx)=Ff(x+0) = f(x) (=0



，对任意[image: image230.png]


均成立，这与存在实数[image: image231.png]X # X



，使得[image: image232.png]Flx) = flx)



成立矛盾，故[image: image233.png]F(=0



，必有[image: image234.png]=1



。
由于[image: image235.png]Fx+y)=F(0f0)



对任意[image: image236.png]


均成立，因此，对任意[image: image237.png]


，有
[image: image238.png]=D sSSP
J®=/G+D =S Q=GP 20




下面来证明，对任意[image: image239.png]x€R, f(x)=0




设存在[image: image240.png]x €R



，使得[image: image241.png]Flx)=0



，则[image: image242.png]FO) = flxg —xp) = F (%) f(=x) =0




这与上面已证的[image: image243.png]F(=0



矛盾，因此，对任意[image: image244.png]x€R, f(x)=0




所以[image: image245.png]fx)=0




评析：在处理抽象函数的问题时，往往需要对某些变量进行适当的赋值，这是一般向特殊转化的必要手段。
四、解析式问题

例5. 设对满足[image: image246.png]x=0 x=1



的所有实数x，函数[image: image247.png]f(x)



满足[image: image248.png]s+ i =14



，求f(x)的解析式。
解：在[image: image249.png]=

)



中以[image: image250.png]


代换其中x，得：
[image: image251.png]@




再在(1)中以[image: image252.png]


代换x，得
[image: image253.png]x-2
x-1

re—r = ®
x-1




[image: image254.png]MH-2+3)



化简得：[image: image255.png]



评析：如果把x和[image: image256.png]


分别看作两个变量，怎样实现由两个变量向一个变量的转化是解题关键。通常情况下，给某些变量适当赋值，使之在关系中“消失”，进而保留一个变量，是实现这种转化的重要策略。
五、单调性问题

例6. 设f(x)定义于实数集上，当[image: image257.png]


时，[image: image258.png]Fx) =1



，且对于任意实数x、y，有[image: image259.png]Jx+y)=f(x) f(»)



，求证：[image: image260.png]f(x)



在R上为增函数。
证明：在[image: image261.png]Fx+y)=F(0f0)



中取[image: image262.png]


，得[image: image263.png]F O =[O




若[image: image264.png]


，令[image: image265.png]x>0, y=0



，则[image: image266.png]fx)=0



，与[image: image267.png]Fx) =1



矛盾
所以[image: image268.png]F(=0



，即有[image: image269.png]=1




当[image: image270.png]


时，[image: image271.png]F(x) =120



；当[image: image272.png]


时，[image: image273.png]x>0, f(-x)»1>0




而[image: image274.png]Jx) f=0=70)=1




所以[image: image275.png]S =





又当[image: image276.png]


时，[image: image277.png]J(=1>0




所以对任意[image: image278.png]


，恒有[image: image279.png]fx)=0




设[image: image280.png]—m <y <x <+



，则[image: image281.png]xp—x =0 flxg—m)»1




所以[image: image282.png]Fx) = fln+0n-x)]= fx)f(n-n) > f(x)




所以[image: image283.png]


在R上为增函数。
评析：一般地，抽象函数所满足的关系式，应看作给定的运算法则，则变量的赋值或变量及数值的分解与组合都应尽量与已知式或所给关系式及所求的结果相关联。
六、奇偶性问题

例7. 已知函数[image: image284.png]JxxeR x=0)



对任意不等于零的实数[image: image285.png]T



都有[image: image286.png]Flxxm) = Flm)+ f(x)



，试判断函数f(x)的奇偶性。
解：取[image: image287.png]


得：[image: image288.png]FED=FED+50



，所以[image: image289.png]



又取[image: image290.png]X =xy ==



得：[image: image291.png]FO=FC=0+5-1



，所以[image: image292.png]f=)=0




再取[image: image293.png]n=x xn=-1



则[image: image294.png]FEx) = =D+ F(x0)



，即[image: image295.png]FfEx)=f(n




因为[image: image296.png]f(x)



为非零函数，所以[image: image297.png]f(x)



为偶函数。
七、对称性问题
例8. 已知函数[image: image298.png]


满足[image: image299.png]J(x)+ f(-x) = 2002



，求[image: image300.png]Faey] - x)
x)
+
S
12002
)



的值。
解：已知式即在对称关系式[image: image301.png]fla+x)+fla-x)=2b



中取[image: image302.png]2002



，所以函数[image: image303.png]


的图象关于点（0，2002）对称。根据原函数与其反函数的关系，知函数[image: image304.png]


的图象关于点（2002，0）对称。
所以[image: image305.png]7
x+
100
+77"
el
01—
x





将上式中的x用[image: image306.png]x-1001



代换，得[image: image307.png]Faey] -
x)
+
N
12002
x=
=0




评析：这是同一个函数图象关于点成中心对称问题，在解题中使用了下述命题：设a、b均为常数，函数[image: image308.png]


对一切实数x都满足[image: image309.png]fla+x)+fla-x)=2b



，则函数[image: image310.png]


的图象关于点（a，b）成中心对称图形。
八、网络综合问题
例9. 定义在R上的函数f(x)满足：对任意实数m，n，总有[image: image311.png]Flm+n)= f(m). f(n)



，且当x>0时，0<f(x)<1。
（1）判断f(x)的单调性；
（2）设[image: image312.png]={(x, WS FON > )



，
[image: image313.png]={(x, )| flax-y+2)=1, ae R}



，若[image: image314.png]Al B=@



，试确定a的取值范围。
解：（1）在[image: image315.png]Flm+n)= f(m). f(n)



中，令[image: image316.png]


，得[image: image317.png]FO=50-F0)



，因为[image: image318.png]Jh=0



，所以[image: image319.png]=1



。
在[image: image320.png]Flm+n)= f(m). f(n)



中，令[image: image321.png]



因为当[image: image322.png]


时，[image: image323.png]0<f(x)<1




所以当[image: image324.png]


时[image: image325.png]-x>0, 0<f(-x) <1




而[image: image326.png]Jx) f=0=70)=1




所以[image: image327.png]>1>0

f®=

F=x)




又当x=0时，[image: image328.png]J(=1>0



，所以，综上可知，对于任意[image: image329.png]


，均有[image: image330.png]fx)=0



。
设[image: image331.png]- <1 <1y <H0



，则[image: image332.png]xp—xm >0, 0<flxy—x) <l




所以[image: image333.png]Fx) = fln+0n—x)l=fx)- flxa—xn) < f(xn)




所以[image: image334.png]


在R上为减函数。
（2）由于函数y=f(x)在R上为减函数，所以[image: image335.png]FEN SN = &+ FD)




即有[image: image336.png]4yt <1




又[image: image337.png]Flax-y+2)=

= £(0)



，根据函数的单调性，有[image: image338.png]



由[image: image339.png]Al B=@



，所以直线[image: image340.png]


与圆面[image: image341.png]4yt <1



无公共点。因此有[image: image342.png]


，解得[image: image343.png]-1=g=1



。
评析：（1）要讨论函数的单调性必然涉及到两个问题：一是f(0)的取值问题，二是f(x)>0的结论。这是解题的关键性步骤，完成这些要在抽象函数式中进行。由特殊到一般的解题思想，联想类比思维都有助于问题的思考和解决。
抽象函数专题练习
抽象函数专题复习

1. 已知函数y ＝ f (x)(x∈R，x≠0)对任意的非零实数
，
，恒有f(

)＝f(
)+f(
),

试判断f(x)的奇偶性。
2 已知定义在[—2，2]上的偶函数，f (x)在区间[0，2]上单调递减，若f (1—m)<f (m),求实数m的取值范围
3. 设f(x)是R上的奇函数，且f(x+3) ＝—f(x)，求f(1998)的值。
4. 设函数f（x）对任意
都有f（
＝f（
，                              已知f（1）＝2，求f（

5. 已知f（x）是定义在R上的函数，且满足：f（x+2）[1－f（x）]＝1+

f（x），f（1）＝1997，求f（2001）的值。
6. 设f（x）是定义R在上的函数，对任意x，y∈R，有 f（x+y）+f（x—y）＝2f（x）f（y）且f（0）≠0.

（1）求证f（0）＝1；
（2）求证：y＝f（x）为偶函数.

7. 已知定义在R上的偶函数y＝f(x)的一个递增区间为（2，6），试判断（4，8）是y＝f(2—x)的递增区间还是递减区间？
8. 设f（x）是定义在R上的奇函数，且对任意a，b，当a+b≠0，都有
＞0

（1）.若a＞b，试比较f（a）与f（b）的大小；
（2）.若f（k
＜0对x∈[－1，1]恒成立，求实数k的取值范围。
9.已知函数
是定义在（—∞，3]上的减函数，已知
对
恒成立，求实数
的取值范围。
10．已知函数
当
时，恒有
.

(1)求证: 
是奇函数;

(2)若
.

11.已知
是定义在R上的不恒为零的函数,且对于任意的
都满足: 
.

(1)求
的值;

(2)判断
的奇偶性,并证明你的结论;

(3)若
,
,求数列{
}的前
项和
.

12.已知定义域为R的函数
满足
.

(1)若

(2)设有且仅有一个实数
,使得
,求函数
的解析表达式.

13.已知函数
的定义域为R,对任意实数
都有
,且
,当
时, 
>0.

(1)求
;

(2)求和

;

答案：
1. 解：令
＝ —1，
＝x，得f (—x)＝ f (—1)+ f (x) ……①为了求f (—1)的值，令
＝1，
＝—1，则f(—1)＝f(1)+f(—1),即f(1)＝0,再令
＝
＝—1得f(1)＝f(—1)+f(—1)＝2f(—1) ∴f(—1)＝0代入①式得
f(—x)＝f(x),可得f(x)是一个偶函数。
2. 分析：根据函数的定义域，—m，m∈[—2,2]，但是1— m和m分别在[—2，0]和[0，2]的哪个区间内呢？如果就此讨论，将十分复杂，如果注意到偶函数，则f (x)有性质f（—x)＝ f (x)＝f ( |x| )，就可避免一场大规模讨论。
解：∵f (x)是偶函数， f (1—m)<f(m) 可得
，∴f(x)在[0，2]上是单调递减的，于是 
，即
 化简得—1≤m<
。
3. 解：因为f(x+3) ＝—f(x)，所以f(x+6)＝f((x+3)+3) ＝—f(x+3)＝f(x)，故6是函数f(x)的一个周期。又f(x)是奇函数，且在x＝0处有定义，所以f(x)＝0从而f(1998)＝f(6×333)＝f(0)＝0。
4. 解：由f（
＝f（
，
知 f（x）＝f（
≥0，x

         
，         f（1）＝2，
         
同理可得

5.解：从自变量值2001和1进行比较及根据已知条件来看，易联想到函数f（x）是周期函数。由条件得f（x）≠1，故
f（x+2）＝
f（x+4）＝
.     所以f（x+8）＝
.

      所以f（x）是以8为周期的周期函数，
      从而f（2001）＝f（1）＝1997

说明：这类问题出现应紧扣已知条件，需用数值或变量来迭代变换，经过有限次迭代可直接求出结果，或者在迭代过程中发现函数具有周期性，利用周期性使问题巧妙获解。
6.证明：（1）问题为求函数值，只需令x＝y＝0即可得。
     （2）问题中令x＝0即得f（y）+f（— y）＝2f（0）f（y），
且f（0）＝1.所以f（y）+f（—y）＝2f（y），因此y＝f（x）为偶函数.

说明：这类问题应抓住f（x）与f（—x）的关系，通过已知条件中等式进行变量赋值。
7. 解：由y＝f(x)是偶函数且在（2，6）上递增可知，y＝f(x)在（－6，－2）上递减。令u＝2—x，则当x∈(4,8)时，u是减函数且u∈(—6,—2)，而f(u)在（－6，－2）上递减，故y＝f(2—x)在（4，8）上递增。所以（4，8）是y＝f(2—x)的单调递增区间。
8. 解：（1）.因为a＞b，所以a—b＞0，由题意得

＞0，所以f（a）+f（－b）＞0，又f（x）是定义在R上的奇函数，所以f（－b）＝－f（b）， f（a）－f（b）＞0，即f（a）＞f（b）
（2）.由（1）知f（x）在R上是单调递增函数，又f
＋f
＜0，得f
＜f
，故
＜
，所以k＜

令t＝
,所以k＜t+
，而t+
≥2
，即k＜2
－1

9.解：
等价于





10.（1）证明：令
，得



      令
，则


∴

    ∴
是奇函数。
（2）∵

     又∵



11.（1）解：令
，则

令
，则

  （2）证明：令
，则
，∵
，∴

       令
，则

       ∴
是奇函数。
（3）当
时，
，令
，则

   故
，所以

∴

∵

∴
，故

∴

12.解：(1)∵对任意
，函数
满足
，且

  ∴ 

∵
，∴
＝

f(a)＝a

(2) ∵对任意
，函数
满足
,有且仅有一个实数
,使得

∴对任意
，有

上式中，令
，则

∵
，故



若
，则
，则
，但方程
有两个不相同的实根与题设茅盾，故

若
，则
，则
，此时方程
有两个相等的实根，即有且仅有一个实数
,使得

∴

13.（1）解：令
，则


   （2）∵


∴

∴数列
是以
为首项,1为公差的等差数列,故

＝
＝

(3)任取
,则

             ＝

∴

∴函数
是R上的单调增函数.
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